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1 はじめに
初めまして，物理学科の宮根*1といいます．12月 14日の記事を担当します．元々は 21日の記事のみをや
る予定でしたが，同級生や後輩と話していたら，こんな記事もありなのかなって思いついたので，急遽書くこ
とにしました．ちょっと急ごしらえのところもあるかもしれませんが，まあ，そんなに真面目な記事じゃない
ので，気楽に読んでもらえればと思います．
さて，今日の記事の内容ですが，タイトルがほとんど全てです．理論物理の重要な 1 つの概念に超対称性

(SUSY)というものがあり，それは通常の対称性と違って，ボゾンとフェルミオンを混ぜるような変換となっ
ています．簡単に説明するとこのような感じになるのですが，実際に理論を書いていくとなると，口で言う
ほど簡単にボゾンとフェルミオンが混ざるわけがないので，すごくゴチャゴチャした計算をすることになり
ます．
そんなわけで，今回は SUSYの物理的な考え方にはあまり立ち入らずに，とりあえずどんな計算をしてい
るのかを，詳細に書いていこうと思っています*2．ここでスポットアップしたものは SUSYの中でも割と初
等的な N = 1 で global な場合ですので，extended SUSY（N > 1）や local な SUSY である超重力理論
(SUGRA)をやるとなると，さらに激しい計算が続くことになります*3．ですので，本稿は超対称に関わる計
算のなかでは，割とミニマルであるということを念頭に置いて，絶望していただければと思います*4．

2 本論
この連載はいろいろなバックグラウンドの人が読んでくださっていると思うので，全体的にできるだけ定義
などは注意しておこなって，いろいろ例を出すようにしていきます．ただ，書いている人の気持ちを察するの
が人一倍上手な皆さんだと思うので*5，最後の最後は甘えてしまうかもしれません．
基本的には，[1]で私は勉強してきました．SUSYの教科書では，計算をせずに済ませられる部分は，なる
べく計算せずに事実を説明していくことが多いですが，今回はそういった部分もあえてゴリゴリ計算していく
ことにしようと思っています．よって，SUSYを勉強し始めた人は，この記事を副読本にようにして見直して
みると，理解が深まっていくことでしょう．

2.1 超対称性
冒頭で「SUSYの物理的な考え方にはあまり立ち入らずに」と言いましたが，さすがに全く物理に触れずに
スタートするのは変だと思うので，SUSYの経緯について，物理的な側面から少しお話をしておきたいと思い
ます．一応，この節は読み物的なノリで行こうと思っているので，もし分らなかったとしても安心して次の節
から読んでください．
さて，SUSYは何ぞや，ということですが，ここではいくつかの説明の仕方があるかと思います．1つは超

*1 ディスコードの名前はミヤですが，今回は諸事情で本名で投稿することにしました（次回の記事もそうです）．
*2 一方，physicalな側面も面白いので，もしかしたらそこらへんをまとめて話すかもしれません．
*3 というか，難しすぎてむしろ N = 1の模型のように計算することは諦めているとか．
*4 物理・応物の後輩のみなさんに言っておきますが，A研に来ることを脅しているわけではありませんよ！むしろ，ワセマの後輩は
みんな当時の私なんかよりも優秀で安心できるので，来てくれると嬉しいです！

*5 たぶん私もその一人です．というか，物理でも量子情報や量子基礎理論の人よりもいい加減な議論をすることが多いので，私はか
なり強いほうだと思っています．
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対称代数といった考え方で，代数的な考え方から SUSYを説明する方法になります．より高次元の理論（超
重力とか超弦理論とか）や数理物理などをするときはこういった側面を追いかける必要があると思いますし，
定義という意味では一番大事かもしれません．しかしながら，実際にラグランジアンを書き下そうというとき
に，代数からやっていると，その変換に対する不変性とかが見えづらくなってしまいます．そこで，超対称な
理論を作るために，超対称変換に対して共変的に変換される超場というのを定義してそれを用いて超対称な理
論を作ることにしていきます*6．
では，はじめに，肝心の超対称変換について見ていきましょう．ここでは，ϕをスカラー場（ボソン），ψ を
スピノール場（フェルミオン），F を補助場（ボゾン）としておきます．すると，これらに対して，前述した
超対称代数とコンシステントな変換 δξ は

δξϕ =
√
2ξαψα

δξψα = i
√
2σµ

αα̇ξ̄
α̇∂µϕ+

√
2ξαF

δξF = i
√
2ξ̄α̇σ̄

µα̇α∂µψα

(2.1)

となっています．ただし，今回は（これ以降も）N = 1の話に限ります．この変換を眺めれば，ボゾンはフェ
ルミオンへ，フェルミオンはボゾンへと変換されていることが分るかと思います．基本的に ϕ, ψ があるとき
は，それぞれ Klein-Gordon方程式とWeyl方程式を満たしてほしいわけなので，この理論の基本的なラグラ
ンジアンは

L0 = ∂µϕ
∗∂µϕ+ i(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇αψα (2.2)

となります．ただし，別の補助場 F があるので，

LF = F ∗F (2.3)

を加えてみましょう．すると

L0 + LF = ∂µϕ
∗∂µϕ+ i(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇αψα + F ∗F (2.4)

となります．あまりピンとは来ないかもしれませんが，実はこのラグランジアンは (2.1)に対して不変となっ
ています．次の節で実際に確認しますが，ここで覚えていてほしいのは，その計算はなかなか気をつけて計算
をしないとすぐにはその不変性が見えてこないということです*7．基本的に，ラグランジアンを超対称変換す
ることで，その理論が超対称性を持っているか否かが判断できるわけですが，それでは新しい理論を作る際に，
（その理論が超対称か分らないのに）毎回やっかいな計算をして確かめる必要があります．それはさすがに面
倒なので，後に定義しておく超空間を用いれば，超対称な理論をつくりやすくなります．超空間を定義するた
めには，グラスマン数をしっかりと理解しておく必要があるので，次はそれについて確認していきましょう．

2.2 スピノールとグラスマン数
では，ここからはなるべく notationをしっかりして書いていきたいと思います．まず，ラグランジアンを
構成する場は，ボゾンとフェルミオンに分類されるわけですが，フェルミオンは少し特殊で，スピノール場と

*6 物理の人に向けて補足しておくと，ここらへんの事情は，局所的なゲージ理論を構成するときに，共変微分を定義して変換性を見
やすくする手続きに似ています．

*7 ここでやってもいいのですが，グラスマン数など，少々テクニカルなこともあるので，それを説明してから計算します．
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して取り扱います．スピノール場は，時空の座標 xを引数にもつグラスマン数の関数です．グラスマン数は反
可換する数で，例えば，ξ1(x), ξ2(x)がスピノール場だとすると，

ξ1(x)ξ2(x) = −ξ2(x)ξ1(x) (2.5)

のようになります．ここで，注意してほしいのは同じスピノールがかかると消えるということです．例えば，
ξ1(x)ξ1(x)に対して反可換の性質を使うと，−ξ1(x)ξ1(x) と自分自身にマイナスがついたものになるので

(ξ1(x))
2 = ξ1(x)ξ1(x) = −ξ1(x)ξ1(x) = −(ξ1(x))

2 (2.6)

で，(ξ1(x))
2 = 0です．

以後は，スピノール場の引数 xを省略します（つまり，ξ1(x) = ξ1 など）．まず，ローレンツ群の表現論か
ら，スピノールは ξ1, ξ2 や ψ1, ψ2 のように 2つのペアを組むことになります．このスピノールの添え字は時
空の添え字（xµ など）とは異なるので，αで書くことにします．つまり

(ξα)α∈{1,2} = {ξ1, ξ2} (2.7)

といった感じでしょうか．前述したとおり，スピノールは同じものをふたつ以上組むことができないので，ξ
に関連しいるスピノールの 2次の項 ξ は ξ1ξ2 か ξ2ξ1 しかありません．ここでは，

ξ2 ≡ 2ξ2ξ1 = −2ξ1ξ2 (2.8)

と約束しておきます（係数の 2は見やすさのためです）．このあと，いろいろなスピノールが入り混じること
になるので，計算をしやすくするためにこの規則とコンシステントとなるように，縮約を定義してあげましょ
う．そのためには，添え字が上についているスピノールを定義しておく必要があります：

ξ1 ≡ −ξ2 , ξ2 ≡ ξ1. (2.9)

これは
ξα =

∑
β=1,2

εαβξβ , εαβ =

(
ε11 ε12

ε21 ε22

)
=

(
0 1
−1 0

)
(2.10)

と書くこともできます．この規則を用いれば

ξ2 =
∑

α=1,2

ξαξα =
∑

α,β=1,2

εαβξβξα = 2ξ2ξ1 (2.11)

となっています．以後は，添え字が同じものがある場合は基本的に総和をとているとして∑を省略して，さ
らに添え字を省略する場合は，左上から右下に縮約をとると約束しておきます．
ちょっと話がごちゃごちゃしてきたので，整理しておきます．上では，スピノール ψαに対してψ2 と書かれたとき，

ψαψ
α ではなく ααψα と読むと約束したことになります．なんでこんな丁寧に定義したかというと，ψα がグラスマン数

であることに由来しており，
ψαψα = −ψαψ

α

と添え字の上下が全体の符号に影響しているからです．ちなみに、先ほどはグラスマン数の性質で示しましたが，

ψαψα = (εαβψβ)ψα = −ψβ(ε
βαψα) = −ψβψ

β = −ψαψ
α

と添え字のノーテーションがコンシステントであることも確認できます．
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一般に，スピノールがあれば，その複素共役も存在します．その複素共役なスピノールは変換性が違うの
で，ドットをつけた添え字をつけることにします．つまり，複素共役を ξ̄ のように書くことにすれば

{ξ̄α̇}α̇∈{1̇,2̇} = {ξ̄1̇, ξ̄2̇} (2.12)

のようになります．

ここで，このような α̇ というような紛らわしい添え字を定義するのは，ローレンツ不変性を見やすくするためです．基
本的に，共役でないスピノールはそれ同士で，共役なスピノールはそれ同士で組まない限りローレンツ不変にならないこ
とが分っています．したがって，ξ̄1̇ψ2 のようなものを考えるのはもちろんありですが，このような量はローレンツ不変で
はないため，ラグランジアンには入ってきません．以下でも述べますが，ドットが付いた添え字はそれ同士で，ドットな
しの添え字はそれ同士で縮約をとると約束すると，自然と縮約をとった量はローレンツ不変になって理論が分りやすくな
ります．

ドットなしの添え字と同様に，縮約を定義してあげましょう．反完全対称テンソルは同様に

εα̇β̇ =

(
0 1
−1 0

)
(2.13)

だとしましょう．一方で縮約のほうは，
ξ̄2 ≡ ξ̄α̇ξ̄

α̇ = −2ξ̄2̄ξ̄1̄ (2.14)

と添え字の向き（左下から右上）を逆に定義しておきます．その理由ですが，実は，次の量

ψσµ∂µψ̄ = ψασµ
αα̇∂µψ̄

α̇ (2.15)

がローレンツ不変であることが知られているからです．もし，ドットつきのスピノールのノーテーションが逆
向きだったら

ψσµ∂µψ̄ = ψασµ α̇
α ∂µψ̄α̇ (??)

となって，少し面倒でしょう．よって，(2.14)のように，ドットつきの添え字は縮約をとることにします．ま
た，スピノールの積の複素共役は

(ξ1ξ2)
∗ = ξ̄2̇ξ̄1̇ (2.16)

となっているので，
(ξ2)∗ = (ξαξα)

∗ = ξ̄α̇ξ̄
α̇ = ξ̄2 (2.17)

となっています．

さて，では，前の節で飛ばしたラグランジアン (2.4)の不変性をチェックしてみましょう．少し大変な作業
ですが，SUSYをやるうえでは一番簡単なモデルになっています．示すべきは δξLが時空の完全微分となっ

5



ていることです*8．丁寧に計算していけば

δξL = ∂µ(δξϕ
∗)∂µϕ+ ∂µϕ

∗∂µ(δξϕ)

+ i(∂µ(δξψ̄α̇))σ̄
µα̇αψα − i(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇α(δξψα)

+ (δξF
∗)F + F ∗(δξF )

=
√
2∂µ(ξ̄α̇ψ̄

α̇)∂µϕ+
√
2∂µϕ

∗∂µ(ξαψα)

+ i(∂µ(−i
√
2σ̄ν β

α̇ ξβ∂νϕ
∗ +

√
2ξ̄α̇F

∗))σ̄µα̇αψα − i(∂µψ̄α̇)σ̄
µα̇α(i

√
2σν

αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ+

√
2ξαF )

+ (−i
√
2ξβσµ

ββ̇
∂µψ̄

β̇)F + F ∗(i
√
2ξ̄β̇ σ̄

µβ̇β∂µψβ)

=
√
2ξ̄α̇(∂µψ̄

α̇)∂µϕ+
√
2∂µϕ

∗ξα(∂µψα) +
√
2σ̄ν β

α̇ ξβ(∂µ∂νϕ)σ̄
µα̇αψα + i

√
2ξ̄α̇(∂µF

∗)σ̄µα̇αψα

+
√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇ασν
αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ− i

√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇αξαF − i
√
2ξβσµ

ββ̇
∂µψ̄

β̇F + i
√
2ξ̄β̇ σ̄

µβ̇β∂µψβF
∗

(2.18)

と展開できることが分ります．ここで，グラスマン数の性質から，変分も δξ(ψ̄σψ) = (δξψ̄)σψ − ψ̄σ(δξψ)と
なることに注意しましょう．さて，結果が分っているのでできることですが，次のように並べ替えをしてみま
しょう：

√
2ξ̄α̇(∂µψ̄

α̇)∂µϕ+
√
2∂µϕ

∗ξα(∂µψα)
:::::::::::::::

+
√
2σ̄ν β

α̇ ξβ(∂µ∂νϕ
∗)σ̄µα̇αψα

:::::::::::::::::::::::
+ i

√
2ξ̄α̇(∂µF

∗)σ̄µα̇αψα

+
√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇ασν
αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ− i

√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇αξαF − i
√
2ξβσµ

ββ̇
∂µψ̄

β̇F + i
√
2ξ̄β̇ σ̄

µβ̇β∂µψβF
∗

≡ A + B
::

+ C + D , (2.19)

A =
√
2ξ̄α̇(∂µψ̄

α̇)∂µϕ+
√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇ασν
αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ, (2.20)

B =
√
2∂µϕ

∗ξα(∂µψα) +
√
2σ̄ν β

α̇ ξβ(∂µ∂νϕ
∗)σ̄µα̇αψα, (2.21)

C = i
√
2ξ̄α̇(∂µF

∗)σ̄µα̇αψα + i
√
2ξ̄β̇ σ̄

µβ̇β∂µψβF
∗, (2.22)

D = −i
√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇αξαF − i
√
2ξβσµ

ββ̇
∂µψ̄

β̇F. (2.23)

それぞれの項を見てみていきますが，そのときに

(σ̄µσν + σ̄νσµ)α̇
β̇
= −2ηµνδα̇

β̇
(2.24)

σ̄µα̇α = εα̇β̇εαβσµ

ββ̇
(2.25)

が成り立つことをもちいていきます*9．この公式を使えば

ζ̄α̇(σ̄
µσν)α̇

β̇
∂µ∂ν ξ̄

β̇ =
1

2
ζ̄α̇(σ̄

µσν)α̇
β̇
∂µ∂ν ξ̄

β̇ +
1

2
ζ̄α̇(σ̄

νσµ)α̇
β̇
∂ν∂µξ̄

β̇ (2.26)

と半分にわけて，第 2項の添え字 µ, ν を入れ替えれば
1

2
ζ̄α̇(σ̄

µσν)α̇
β̇
∂µ∂ν ξ̄

β̇ +
1

2
ζ̄α̇(σ̄

νσµ)α̇
β̇
∂ν∂µξ̄

β̇ =
1

2
ζ̄α̇(σ̄

µσν + σ̄νσµ)α̇
β̇
∂µ∂ν ξ̄

β̇

= −ζ̄α̇∂µ∂µξ̄α̇ (2.27)

*8 解析力学をやっていない人には説明が足りないはずです．とりあえず，ラグランジアンが完全微分だけ，つまり
δξL = ∂µ(· · · · · · )

と変化するなら，運動方程式は変化しないので，理論が変わらないということにしてください
*9 [1]に載ってる公式をそのまま書きましたが，ちゃんと示すにはどうやればいいんでしょうね（いくつかは示した記憶があるのです
が…）．例えば，(2.24)を総当たりするためのMathematicaのコードはここに載せておきます．

6

https://dxmegvpw.github.io/docs/nb/20231203.nb


のようになったりします．ほかにも

ξασµ
αα̇∂µζ̄

α̇ = εαβξβσ
µ
αα̇ε

α̇β̇∂µζ̄β̇

= ξασ̄
µα̇α∂µζ̄α̇ = −ζ̄α̇σ̄µα̇α∂µξα (2.28)

など．すると，A,B,C,D はそれぞれ

A =
√
2ξ̄α̇(∂µψ̄

α̇)∂µϕ+
√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇ασν
αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ

= ∂µ(
√
2ξ̄α̇ψ̄

α̇∂µϕ+
√
2ψ̄α̇σ̄

µα̇ασν
αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ)−

√
2ξ̄α̇ψ̄

α̇∂µ∂
µϕ−

√
2ψ̄α̇(σ̄

µσν)α̇
β̇
ξ̄β̇∂µ∂νϕ

= ∂µ(
√
2ξ̄α̇ψ̄

α̇∂µϕ+
√
2ψ̄α̇σ̄

µα̇ασν
αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ)

(((((((((((((((
−
√
2ξ̄α̇ψ̄

α̇∂µ∂
µϕ+

√
2ξ̄α̇ψ̄

α̇∂µ∂
µϕ (2.29)

B =
√
2∂µϕ

∗ξα(∂µψα) +
√
2σ̄ν β

α̇ ξβ(∂µ∂νϕ
∗)σ̄µα̇αψα

= ∂µ(
√
2∂µϕ

∗ξαψα)−
√
2∂µ∂µϕ

∗ξαψα +
√
2(∂µ∂νϕ

∗)σ̄ν β
α̇ ξβ σ̄

µα̇αψα

= ∂µ(
√
2∂µϕ

∗ξαψα)

(((((((((((((((((((((

−
√
2∂µ∂µϕ

∗ξαψα −
√
2(∂µ∂νϕ

∗)σ̄µα̇ασν
βα̇ξ

βψα (2.30)

C = i
√
2ξ̄α̇(∂µF

∗)σ̄µα̇αψα + i
√
2ξ̄β̇ σ̄

µβ̇β∂µψβF
∗

= ∂µ(i
√
2ξ̄α̇F

∗σ̄µα̇αψα)

(((((((((((((((((((

−i
√
2ξ̄α̇σ̄

µα̇α∂µψαF
∗ + i

√
2ξ̄β̇ σ̄

µβ̇β∂µψβF
∗ (2.31)

D = −i
√
2(∂µψ̄α̇)σ̄

µα̇αξαF − i
√
2ξβσµ

ββ̇
∂µψ̄

β̇F = 0 (2.32)

となります．ただし，(2.24)，(2.25)に加えて，グラスマン数の交換や部分積分もしています．以上で (2.18)は

δξL = ∂µ

[√
2ξ̄α̇ψ̄

α̇∂µϕ+
√
2ψ̄α̇σ̄

µα̇ασν
αβ̇
ξ̄β̇∂νϕ+

√
2∂µϕ

∗ξαψα + i
√
2ξ̄α̇F

∗σ̄µα̇αψα

]
(2.33)

と，完全微分の形となっていることが示されました．したがって，(2.4)は超対称なラグランジアンです．

2.3 超空間と超場
どうでしょう，いきなりゴリゴリの計算で少し驚いていただけたでしょうか．前述したように，毎回こんな
に計算していてはやっていられないので，少し工夫して理論を作る必要がありそうです．
そのために，あるグラスマン数の組 θ = (θ1, θ2) を新しい座標軸だと思うことにしてみましょう．この θ1

や θ2 の方向を超空間といいます．そして，この超空間を引数にとる場 f(x, θ, θ̄)を超場といいます．θ̄は θの
複素共役で，これも自由度をもっています（「f は超空間の意味で正則ではない」とかいえば通じますかね）．
この超場は，x, θ, θ̄ の関数なので，θ, θ̄ についてべき展開することができ（ると思い）ます．θ や θ̄ 自身はそ
れ以上は 2次以上は入ってこれないこと，θ と θ̄ が組むときは σµ を挟まないとローレンツ不変にならないこ
とに注意すれば

f(x, θ, θ̄) = A(x)

+ θαBα(x) + θ̄α̇B̄
α̇(x)

+ θαθαC(x) + θ̄α̇θ̄
α̇C̄(x) + θασµ

αα̇θ̄
α̇Dµ(x)

+ θ̄α̇θ̄
α̇θαEα(x) + θαθαθ̄α̇Ē

α̇(x) + θαθαθ̄α̇θ̄
α̇F (x) (2.34)

のように展開できます．これが一般的な超場の展開です．話の本質とは関係ないですが，いちいちスピノール
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の添え字を書くのも厄介ですので，前節で用いた縮約のノーテーションを用いて，(2.34)は
f(x, θ, θ̄) = A(x)

+ θB + θB(x)

+ θθC + θθC̄(x) + θσµθ̄Dµ(x)

+ θθθE(x) + θθθE(x) + θθθθF (x)

と書くことにします．
さて，ここで次の事実が分かっています：

命題 1. 超場の超対称変換は，

Dα =
∂

∂θα
+ iσµ

αα̇θ̄
α̇ ∂

∂xµ
≡ ∂α + iσµ

αα̇θ̄
α̇∂µ, (2.35)

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασµ

αα̇

∂

∂xµ
≡ −∂α̇ − iθασµ

αα̇∂µ (2.36)

で生成される．つまり，δξF (x, θ, θ̄) = Dαξ
αF (x, θ, θ̄)．

このことから
Dαf(x, θ, θ̄) = 0 (2.37)

となるような超場を考えればうまく行くような気がしてきます．

定義 1. 次を満たす超場 Φ(x, θ, θ̄)をカイラル超場という：

D̄α̇Φ(x, θ, θ̄) = 0, DαΦ
†(x, θ, θ̄) = 0. (2.38)

さて，カイラル超場を展開してみましょう．天下りですが，

Φ(x, θ, θ̄) = ϕ(x) + iθσµθ̄∂µϕ(x) +
1

4
θθθθ∂2ϕ(x)

+
√
2θψ(x)− i√

2
θθ∂µψ(x)σ

µθ̄ + θθF (x) (2.39)

という展開であれば，Φは (2.38)を満たしています．

証明. 計算するだけです：
D̄α̇Φ = −iθασµ

αα̇∂µϕ+ i(−∂α̇ − iθασν
αα̇∂ν)θσ

µθ̄∂µϕ

+
1

4
(−∂α̇ − iθασµ

αα̇∂µ)θθθθ∂
2ϕ+

√
2(−∂α̇ − iθασµ

αα̇∂µ)θψ

− i√
2
(−∂α̇ − iθασν

αα̇∂ν)θθ∂µψσ
µθ̄ + (−∂α̇ − iθασµ

αα̇∂µ)θθF

=(((((((−iθασµ
αα̇∂µϕ+������

iθασµ
αα̇∂µϕ+ iθασν

αα̇θσ
µθ̄∂ν∂µϕ+

1

2
θθθ̄α̇∂

2ϕ+���O(θ̄3)

− i
√
2θασµ

αα̇θ∂µψ − i√
2
θθ∂µψ

ασµ
αα̇ +���O(θ3). (2.40)

ここで，

∂α̇(θ̄θ̄) =
∂

∂θ̄α̇

(
θ̄β̇ θ̄

β
)

=
∂θ̄β̇
∂θ̄α̇

θ̄β̇ − θ̄β̇
∂θ̄β̇

∂θ̄α̇
= −2θ̄α̇ (2.41)
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ということを用いています．ここでさらに

θαθβ = −1

2
εαβθγθγ (2.42)

という性質を用いれば

θασν
αα̇θ

βσµ

ββ̇
θ̄β̇∂ν∂µ = −1

2
θθεαβσν

αα̇σ
µ

ββ̇
∂µ∂ν

=
1

2
θθθ̄β̇εα̇γ̇ σ̄

νγ̇βσµ

ββ̇
∂µ∂ν

=
1

2
θθθ̄β̇εα̇γ̇

(
1

2
σ̄νγ̇βσµ

ββ̇
∂µ∂ν +

1

2
σ̄νγ̇βσµ

ββ̇
∂µ∂ν

)
=

1

2
θθθ̄β̇εα̇γ̇ · 1

2
(σ̄σµ + σ̄σν)

γ̇

β̇
∂µ∂ν

= −1

2
θθθ̄α̇∂

2ϕ (2.43)

θασµ
αα̇θ

β∂µψβ = −1

2
θθεαβσµ

αα̇∂µψβ = −1

2
θθ∂µψ

ασµ
αα̇ (2.44)

となるので，(2.40)はキレイに

D̄α̇Φ = 0 (2.45)

となり，確かに消えることが分りました．（ちなみに，[1]や [2]では別の方法をとっています．ここでは，こっ
ちのほうが教育的だと思ったので，ガッツリ計算していきました．） ■

ここで，次の事実も分っています：

命題 2. Φ†Φの θθθθ の係数は超対称である．そして，その係数は (2.4)となっている．

証明. 後半の statement が分かれば，前節の内容から示したことになります．具体的なことは計算するだけ
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です：

Φ†Φ =

(
ϕ∗(x) + (−i)(−θ̄σ̄µθ)∂µϕ

∗(x) +
1

4
θθθθ∂2ϕ∗(x) +

√
2θψ(x)− (−i)√

2
θθθ̄σµ∂µψ̄(x) + θθF ∗(x)

)
×
(
ϕ(x) + iθσµθ̄∂µϕ(x) +

1

4
θθθθ∂2ϕ(x) +

√
2θψ(x)− i√

2
θθ∂µψ(x)σ

µθ̄ + θθF (x)

)
= ϕ(x)ϕ∗(x) + iθσµθ̄ϕ∗∂µϕ(x) +

1

4
θθθθϕ∗(x)∂2ϕ(x) +

√
2ϕ∗(x)θψ(x)

− i√
2
θθϕ∗(x)∂µψ(x)σ

µθ + θθϕ∗(x)F (x)

+ iθ̄σ̄µθ∂µϕ
∗(x)ϕ(x)− θ̄σ̄µθ∂µϕ

∗(x)θσν θ̄∂νϕ(x) + iθ̄σ̄µθ∂µϕ
∗(x) ·

√
2θψ(x)

+
1

4
θθθ̄θ∂2ϕ∗(x)ϕ(x)

+
√
2θψ(x)ϕ(x) + i

√
2θψ(x)θσµθ̄∂µϕ(x) + 2θψ(x)θψ(x)− iθψ(x)θθ∂µψ(x)σ

µθ̄

+
i√
2
θθθ̄σµ∂µψ̄(x)ϕ(x) + iθθθ̄σµ∂µψ̄(x)θψ(x)

+ θθF ∗(x)ϕ(x) +
√
2θθF ∗(x)θψ(x) + θθθθF ∗(x)F (x)

= ϕ(x)ϕ∗(x)

+
√
2θψ(x)ϕ∗(x) +

√
2θψ(x)ϕ(x)

+ θθϕ∗(x)F (x) + θθF ∗(x)ϕ(x) + θαθ̄α̇
[
iσµ

αα̇(ϕ
∗(x)∂µϕ(x)− ∂µϕ

∗(x)ϕ(x))− 2ψ̄α̇(x)ψα(x)

]
+ θθθ̄α̇

[
i√
2
σµ

αα̇(ϕ
∗∂µψ

α − ∂µϕ
∗ψα)−

√
2Fψ̄α̇

]
+ θθθα

[
− i√

2
σµ

αα̇(ψ̄
α̇∂µϕ− ∂µψ̄

α̇ϕ) +
√
2F ∗ψα

]
+ θθθθ

[
F ∗F +

1

4
ϕ∗(x)∂2ϕ(x) +

1

4
∂2ϕ∗(x)ϕ(x)− 1

2
∂µϕ

∗(x)∂µϕ(x)
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

+
i

2
∂µψ̄(x)σ̄

µψ − i

2
ψ̄(x)σ̄µ∂µψ(x)

:::::::::::::::::::::::::::::

]
. (2.46)

確かに，θθθ̄θ の係数を部分積分などをすれば (2.4)になってます．（部分積分をするぶんには，理論には関係
ないので） ■

次に，超対称な QEDをつくるために，新しい場を定義します．

定義 2. 次の性質を満たす超場 V (x, θ, θ̄)をベクトル超場という：

V † = V. (2.47)

例によって，これも次のように展開できます：

V = −θσµθ̄Aµ(x) + iθθθλ(x)− iθθθλ(x) +
1

2
θθθθD(x). (2.48)

ただし，Aµ(x)は実ベクトル場で，λはスピノール，D(x)は実スカラー場です．これが (2.47)を満たして
いることをチェックするのは簡単で，

(θσµθ̄Aµ)
† = (θαθ̄α̇)†σµ

α̇αAµ = θσµθ̄Aµ (2.49)
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です．(2.48)はウェス・ツミーノゲージ（WZゲージ）と言われており，(2.47)の一般的な解のうち，ゲージ
固定をして自由度をいくつか消しておいたものになっています．このゲージ固定では，V 3 以上の項が消える
ことが分っており

V 2 = θσµθ̄Aµ(x)θσ
ν θ̄Aν(x)

= −θαθβ θ̄α̇θ̄β̇σµ
αα̇σ

ν
ββ̇
AµAν

=
1

4
εαβεα̇β̇θθθθσµ

αα̇σ
ν
ββ̇
AµAν

=
1

4
θθθθ tr[σ̇µσν ]AµAν = −1

2
θθθθvmvm (2.50)

V 3 = 0 (2.51)

です．ただし，
tr[σ̄µσν ] = −2ηµν (2.52)

を用いました．
さて，このベクトル超場は

V → V +Φ+Φ† (2.53)

と変換すると，これは 4次元でいうところのゲージ変換になります．これは，Φ+ Φ† の形を見るとよくて

Φ+ Φ† = ϕ+ ϕ∗ +
√
2(θψ + θψ) + θθF + θθF ∗ + iθσµθ̄∂µ(ϕ− ϕ∗)

::::::::::::::

+
i√
2
θθθ̄σ̄µθ∂µψ +

i√
2
θθθσµ∂µψ̄ +

1

4
θθθθ∂2(ϕ+ ϕ∗) (2.54)

の波線
::::
の部分に注目すると

Aµ → Aµ − i∂µ(ϕ− ϕ∗) (2.55)

となっており，これはヤン=ミルズ理論のゲージ変換のようになっているからです．したがって，(2.53) を
ゲージ変換と認めるなら，この変換に対して共変的に変化する量を定義したくなります．そのような場は，い
わゆる電磁場で，もっと一般的に場の強度（field strength）といわれる量になります．

命題 3. ベクトル超場 V に対して，次の量

Wα = −1

4
DDDαV (2.56)

とその複素共役 W̄α̇ は（局所）ゲージ変換 (2.53)に対して不変である．

証明. 計算すればよくて

Wα → −1

4
DDDα(V +Φ+Φ†)

=Wα − 1

4������
D̄{D̄,Dα}Φ− 1

4
DD���DαΦ

† =Wα. (2.57)

■

場の強さがもとまりましたが，定義よりWα はカイラル超場です．実際，D̄α̇ をWα にかけたら，D̄が多す
ぎて消えてしまいます*10．したがって，カイラル超場の議論を思い出せば，WαWα の θθ の項は超対称とな

*10 せっかくなので，理由は考えてみてください．
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ります．詳細はかなりテクニカルになるので，付録 Bにまわしますが，運動項は

WαWα|θθ = −2iλσµ∂µλ̄− 1

2
FµνFµν +D2 +

i

4
εµνρσF

µνF ρσ (2.58)

となります*11．ただし，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ です．

2.4 超対称な QED

では最後に，超対称なQEDを書き下してみましょう．力尽きてきたので，ここらへんの計算はサボります．
素粒子に進む方は演習問題にでもしてください．
前節でも言及した通り，WαWα の θθ の係数は超対称です．(2.58) を見れば，ヤン=ミルズ理論の運動項

（FµνFµν のこと）はありますが，相互作用がありません．例えば，スピノールやスカラーは Φを構成してい
る粒子なので，Φをラグランジアンに入れることにしましょう．もちろん，今までの議論から Φ†Φの θθθθの
項が超対称なので，ラグランジアンに入ってきますが，それはまだゲージ場との相互作用が入りません．物質
とゲージの couplingを得るためには，

• V と Φ（Φ† も必要であれば）が互いに掛け算されていて，
• 超対称であり，
•（局所）ゲージ変換に対しても不変

であるような項が望まれます．ここまで条件が強いと，許される項がある程度定まってきます．
カイラル超場のゲージ変換は

Φ → eitΛΦ (t ∈ R, Φ : カイラル超場) (2.59)

で書けるので，(2.53)を見れば，ベクトル超場 V は

V → V + i(Λ− Λ†) (2.60)

と変換されます．この変換則のもと，Φと V がゲージ不変で組めるのは

Φ†etV Φ → Φ†e−itΛ†
· eitΛ

†
etV e−itΛ · eitΛΦ = Φ†etV Φ (2.61)

くらいでしょう（他にあるかは私は知りません）．このうち，超対称なのは一番質量次元の大きい θθθθ です
（付録 C）．したがって，相互作用は Φ†etV Φの形で入ってきます．

*11 ちなみに，最後の項は完全微分になることが知られています．たしか [3]の演習にもあったような．
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現在，ラグランジアンの候補として分かっているのは

Lkin =
1

4

∫
d2θ WαWα +

1

4

∫
d2θ̄ Wα̇W α̇

=
1

2
D2 − 1

4
FµνFµν − iλσµ∂µλ̄ (2.62)

Lint =

∫
d4θ Φ†etV Φ

=

∫
d4θ(
ϕ∗(x) + (−i)(−θ̄σ̄µθ)∂µϕ

∗(x) +
1

4
θθθθ∂2ϕ∗(x) +

√
2θψ(x)− (−i)√

2
θθθ̄σµ∂µψ̄(x) + θθF ∗(x)

)
×
(
1− tV +

1

2
tV 2

)
×
(
ϕ(x) + iθσµθ̄∂µϕ(x) +

1

4
θθθθ∂2ϕ(x) +

√
2θψ(x)− i√

2
θθ∂µψ(x)σ

µθ̄ + θθF (x)

)
= F ∗F + ϕ∂2ϕ+ i∂µψ̄σ̄

µψ + tAµ

(
1

2
ψ̄σ̄µψ +

i

2
ϕ∗∂µϕ− i

2
∂µϕ

∗ϕ

)
− i√

2
t(ϕλψ −A∗λψ) +

1

2

(
tD − 1

2
t2AµA

µ

)
ϕ∗ϕ (2.63)

たちです*12．ただし，完全微分の項を除いたり，部分積分をしたりしています．これらを見てわかると思い
ますが，質量項がありません．質量をもつ粒子は Φにすべて入っているので

Lmass =
1

2
m

(∫
d2θ ΦΦ+

∫
d2θ̄ Φ†Φ†

)
(2.64)

と組めばよいでしょう．
以上で，QEDのラグランジアンを書く用意ができました．QEDのゲージ変換を考えると，チャージが正
の粒子と，負の反粒子があるのでその点に注意してラグランジアンを組むと

LQED =
1

4

∫
d2θ WW +

1

4

∫
d2θ̄ WW

+

∫
d4θ (Φ†

+e
eV Φ+ +Φ†

−e
−eV Φ−) +m

(∫
d2θ Φ+Φ− +

∫
d2θ̄ Φ†

+Φ
†
−

)
(2.65)

*12 大丈夫とは思いますが
X|θθθθ =

∫
d4θ X

です．
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となります．今までの議論を参考にして，これを全部展開してやると

LQED =
1

2
D2 − 1

4
FµνF

µν − iλσµ∂µλ̄+ F ∗
+F+ + F ∗

−F− + ϕ∗+∂
2ϕ+ − ϕ∗−∂

2ϕ−

+ i(∂µψ̄+σ̄
µψ+ + ∂µψ̄−σ̄

µψ−)

+ eAµ

[
1

2
ψ̄+σ̄

µψ+ − 1

2
ψ̄−σ̄

µψ− +
i

2
ϕ∗+∂µϕ+ − i

2
∂µϕ

∗
+ϕ+ − i

2
ϕ∗−∂µϕ− +

i

2
∂µϕ

∗
−ϕ−

]
− ie√

2
(ϕ+ψ̄+λ̄− ϕ∗+ψ+λ− ϕ−ψ̄λ̄+ ϕ∗−ψ−λ)

+
e

2
D(ϕ∗+ϕ+ − ϕ∗−ϕ−)−

1

4
e2AµA

µ(ϕ∗+ϕ+ + ϕ∗−ϕ−)

m(ϕ+F− + ϕ−F+ − ψ+ψ− − ψ̄+ψ̄− + ϕ∗+F
∗
− + ϕ∗−F

∗
+) (2.66)

です．これが超対称な QED のラグランジアンとなります*13．これまでの計算をやっていれば，このラグラ
ンジアンがこうなることはすぐに分かるでしょう．
同じようなやり方で非可換ゲージ理論にも適用して，ヤン=ミルズ理論を超対称な理論へと格上げすること
もできますし，さらには局所的な SUSYを考えることによって SUGRAも出てきます．

3 おわりに
このような記事を書いたきっかけの 1つに，あるときの後輩との会話があります．本人が覚えているかどう
かは知りませんが「結局，九後ゲ [3]の 1章の計算は研究でも使うのかどうか？」といった話だったと記憶し
ています．それはすごくまっとうな疑問で，私もあの 1章の内容を読んでいるときにおんなじことを思ってい
ました．正直なところ，スピノールのところで添え字を α, α̇と区別するのは非常に confusingでしたし，σ行
列の性質を示すところはかなりめんどくさかったです．今回の記事が，前述の質問の答えになっているのかは
分りませんが「九後ゲのあの notationは，割と SUSYで使うんだな」くらいには感じていただけたのではな
いでしょうか．
と，なんだか今回はかなり身内ネタみたいな形になってしまいました．最初はかなり面白いテーマでは？と
思ったのですが…，私と交流がない方にはあまり楽しめたものじゃないかもしれません．その点については，
即興の記事ですし，みなさんの寛容を乞うことにしましょう．
今日はここまでです．次の記事もお楽しみに！

*13 少しでも QFTを勉強した方なら，QEDのラグランジアンがこの中に表れていることが分かるはずです．
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付録 A 公式集

(σ̄µσν + σ̄νσµ)α̇
β̇
= −2ηµνδα̇

β̇
, (2.24)

σ̄µα̇α = εα̇β̇εαβσµ

ββ̇
, (2.25)

∂α̇(θ̄θ̄) = −2θ̄α̇, (2.41)

θαθβ = −1

2
εαβθγθγ , (2.42)

∂̄∂̄(θθ) = 4. (A.1)

付録 B QEDの運動項について
普通に計算することもできると思うのですが，ここではもう少し楽にする方法（それでも大変ですが）を紹
介したいと思います．
超空間上での微分 D̄α̇ は，yµ ≡ xµ + iθσµθ̄ という新しい座標をとれば，定義から

D̄α̇y
µ = 0, D̄α̇θ = 0 (B.1)

となることが分かります．このことから，この新しい座標を用いて超空間上の場を書き直せば，ある程度楽に
計算することができます．ここでは，Wα がカイラル超場なので，この新しい座標を用いれば，少し計算が分
かりやすくなります．
座標を y で書いたときの微分は

Dα = ∂α + 2iσµ
αα̇θ̄

α̇∂µ, D̄α̇ = −∂̄α̇ (B.2)

で
V = −θσµθ̄Aµ(y) + iθθθλ(y)− iθθθλ(y) +

1

2
θθθθ [D(y)− i∂µA

µ(y)] (B.3)

ですので，これらから

Wα = −1

4
D̄β̇D̄

β̇DαV

= −1

4
∂̄β̇ ∂̄

β̇
(
∂α + 2iσµ

αα̇θ̄
α̇∂µ

)(
−θσν θ̄Aν + iθθθλ− iθθθλ+

1

2
θθθθ [D − i∂νA

ν ]

)
= −1

4
∂̄β̇ ∂̄

β̇

[
− σµ

αα̇θ̄
α̇Aµ + 2iθαθλ− iθθλα + θαθθ [D − i∂νA

ν ]

− 2iσµ
αα̇θ̄

α̇θβσν
ββ̇
θ̄β̇∂µAν − 2σµ

αα̇θ̄
α̇θθθ̄β̇∂µθ̄

β̇

]
= −1

4
∂̄β̇ ∂̄

β̇

[
{−iλα + θα [D − i∂νA

ν ]

− i

2
(σµσ̄ν) β

α θβ∂µAν + θθσµ
αα̇∂µλ̄

α̇

}
θθ((((((((((
−σµ

αα̇θ̄
α̇Aµ + 2iθαθλ

]
= −iλα +

[
(D − i∂µA

µ)δ β
α − i

2
(σµσ̄ν) β

α ∂µAν

]
θβ + θθσµ

αα̇∂µλ̄
α̇ (B.4)
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となります．よって

WαWα|θθ = −iλασµ
αα̇∂µλ̄

α̇ − iεαβσµ
βα̇∂µλ̄

α̇λα

+ εαγεβγ

[
(D − i∂µA

µ)δ β
α − i

2
(σµσ̄ν) β

α ∂µAν

] [
(D − i∂ρA

ρ)δ δ
γ − i

2
(σρσ̄λ) δ

γ ∂ρAλ

]
= −2iλσµ∂µλ̄

+ (D − i∂µA
µ)(D − i∂νA

ν)δ β
α δ δ

γ ε
αγεβδ −

i

2
(σµσ̄ν) β

α (D − i∂ρA
ρ)∂µAνδ

δ
γ ε

αγεβδ

− i

2
(σρσ̄λ) δ

γ (D − i∂µA
µ)∂ρAλδ

β
α εαγεβδ −

1

4
(σµσ̄ν) β

α (σρσ̄λ) δ
γ ∂µAν∂ρAλε

αγεβδ

= −2iλσµ∂µλ̄− 1

2
FµνFµν +D2 +

i

4
εµνρσF

µνF ρσ (2.58)

です．

付録 C 超場形式からの超対称な理論の構成
本文で述べた通り，超場を用いると，超対称な理論を簡単に構成することができます．構成の仕方をまとめ
ると

• カイラル超場の θθ や θθ の係数をとってくる．
• ベクトル超場からゲージ共変かつカイラル超場な場（場の強度）を構成して θθ や θθ をとってくる．
• 超場の θθθθ をとってくる．

です．
1つコメントですが，理論が超対称であるからといって，どんなラグランジアンでも許されるわけではあり
ません．例えば，3つめの構成をみると分かりやすいですが，適当に超場をとってきてその θθθθ を見ればそ
れらは超対称ですが，そのことには何の意味もありません．
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